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Organisation
1. Lois de Fourier + Fi
k, expliqées par Einstein à la lumière duMouvement Brownien (phénomène physique)2. Version mathématique du Mouvement Brownien, ou pourquoi 
emodèle mar
he si bien en physique3. Généraliser, dou
ement d'abord4. Généraliser +: prendre en 
ompte grands evenements5. Généraliser en
ore +: prendre en 
ompte grands evenements etintermitten
e
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1. Lois de Fourier et Fi
k, relation ave
 mouvement Brownien
1.1. Loi de Fourier u 
on
entration en 1 substan
e, dans 1 �uide aurepos, Si u ne dépend que d'1 
oordonnée x :

∂

∂t u(x , t) = ∆(Du) = ∂2
∂x2Du(x , t)
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1.2. Loi (phénoménologique) de Fi
kdensité de �ux F de substan
e àtravers 1 element de surfa
e =�ux à travers l' element desurfa
e/airedensité de �ux F de substan
e
−−→∇Duvaleurs a priori di�érentes sur
haque fa
eSi u ne dépend que d'1
oordonnée x :F (x) = − ∂

∂x Du(x , t)M.C.Néel () 4 / 39



1.3. Loi Fourier: 
onservation du �ux
Masse de substan
e dans volumeélementaire dxdydz : udxdydz , u
on
entration u.évolue suivant bilan des �ux à traversles bords de 
e volumedensité de �ux F de substan
e, valeursa priori 6= sur 
haque fa
eSi u fon
tion d'1 
oordonnée x :F (x) = − ∂

∂xDu(x , t), bilan:dydz(F (x) − F (x + dx))
∂
∂t u = ∂2

∂x2DuM.C.Néel () 5 / 39



1.4. Interprétation loi Fi
k: thermodynamiqueEinstein (1905) relie le �ux de parti
ulessphériques rayon a ave
 pression osmotiqueet suggère 1 interprétation fondée suragitation aléatoire parti
ules 
olloidalesénergie libre n parti
ules/1 volume ensuspension: for
e pression osmotique/ 1volume For
e = R
N T∇néquilibre for
e visqueuse → vitesse limiteV = For
e6πµa

⇒ densité �ux de parti
ules = − RT6πµaN ∇n
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1.4. interprétation loi Fi
k: mouvement BrownienHypothèse: dépla
ements ∆ indépendantspendant temps τ , ϕτ (∆)d∆ = probaamplitude ∈ [∆,∆+ d∆]fon
tion ϕτ symétrique (ϕτ (∆) = ϕτ (−∆)),2nd moment 〈∆2〉 �ni, ∫R ϕτ (∆)d∆ = 1n(x , t + τ) =
∫R n(x −∆, t)ϕτ (∆)d∆n(x , t + τ) = n(x , t) −∆∂xn(x , t) + ∆22 ∂2x2n(x , t) + ...

⇒ ∂tn = ∂2x2n(x , t)∫R ∆22τ ϕτ (∆)d∆ = D∂2x2n(x , t)2Dτ se
ond moment ∫R ∆2ϕτ (∆)d∆ = 〈∆2〉 des dépla
ementsM.C.Néel () 7 / 39



1.5. Appli
ation mesure nb d'Avogadro
Mesurer su�samment de dépla
ements pourdéterminer se
ond moment ⇒ Dparti
ules sphériques rayon a, �uide vis
osité
µ, n , relation entre D et Nen déduire NJ. Perrin: N = 7, 05× 10−23
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1.6.C
l: idée sauts aléatoires identiquemnt distribuésindépendants
modèle sto
hastique + edp + lois empirique/théorique Fi
k etFourierasso
ié idée atomique, justi�e 
ette idée en permettant trouver ≈ nbAvogadroMB observable par tous, 
ependant mesures di�
iles
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2. Version mathématique du modèle EinsteinLa loi de Fourier représente le mouvement Brownien des mathémati
iens,1 pro
essus sto
hastique qui représente réellement 1 phènomène physique2.1. Le modèle sto
hastique d'Einstein
t

x

τ

τ1/2
N.

t

x

mar
heurs partis de 0, sauts à desinstants séparés de τsauts indépendants (ind), distribués
omme √
τX , la V.A. X ayant

〈X 〉 = 0, 〈X 2〉 = 1détail de 2 traje
toires du pro
essvalant √τ(X1 + ...+ Xn) à l'instantt = nτ
τ → 0: vue d'ensemble d'1 traje
toirede 
e pro
essM.C.Néel () 10 / 39



2.2. Th. limite 
entrale
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Hyp: Xn V.A. ind, distribuées
omme X (〈X 〉 = 0, 〈X 2〉 = 1)C
l: la distribution den−1/2(X1 + ..+ Xn) ressemblede + en + à variable gaussienne
entrée réduite Nsigni�e:proba(|X1+..+Xn√n − N| > ε|) → 0qd n → ∞loi normale attire les sommes deV.A. iid ayant 2nd moment �nila distrib de √
τ(X1 + ..+ Xn)ressemble de + en + à √tN qdt = nτ , τ → 0M.C.Néel () 11 / 39



2.3. Stabilité loi normale
⇒ Si X1...Xn ind, distribuées 
omme N: X1+..+Xnn1/α est distribuée
omme N,loi normale: stable par l'addition des V.A. i.i.d, index stabilité = 2la somme X1 + ...+Xn normalisée par n1/α, est distribuée 
omme X1la fon
tion 
ara
téristique: 〈e ikN〉 = e−k2/2
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2.4. Le MB des mathémati
iens
ette limite: 1 pro
essus B(t) t.q. {B(t)} 
ontinu, MarkovienB(0) = 0, in
réments ind: 0 < t1 < t2 < t3 < t4, B(t4)− B(t3) indB(t2)− B(t1)B(t +∆t)− B(t) VA gaussienne distribuée 
omme B(∆t), 
.a.d.
omme √tNfon
tion 
ara
téristique 〈e ik(B(t+∆t)−B(t))〉 = e−k2∆t/2
t

x

densité u(x , t) de B(t): ∂tu = 12∂2x2u,
elle de √2DB(t) ∂tu = D∂2x2uOn appro
he B(t) en prenant pourt = nτ + θ, 0 ≤ θ < τ la somme√
τ(X1 + ...+ Xn) +√

θXn+1les V.A. X1, ...Xn, ... ind, distribuées
omme NM.C.Néel () 13 / 39



2.5. Le MB ainsi dé�ni est observé
k

2∆t

L
n<

eik
∆x

>

pente: -D

eau au repos, 
haque molé
ule positionx(t)RMN: mesure 〈e ik(x(t+∆t)−x(t))〉x(t) et √2DB(t)?
omparer mesure et e−D∆tk2 =
〈e ik(√2DB(t+∆t)−√2DB(t))〉?
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2.5. Le MB mesuré physiquement
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2.6. Propriétés individuelles des traje
toires
t

x

T


ontinue partout, dérivable nulle partp variation V pn (t) =: 0 < t < T ,somme des |variations|p partiellesmesurées sur petits intervalles obtenusjusqu'à t en divisant [0,T ] par 2, n fois
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2.7.C
l: les propriétés mathématiques du mouvementBrownien et les expérien
es
loi normale attra
teurstabilité: modèle très simple. Trop?fon
tion 
ara
téristique mesurée physiquementnombreuses autres propriétés pour véri�
ations expérimentales
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3. Adapter 
e modèle ? généraliser?
superposer MB et vitesse moyennea

epter vitesse moyenne et 
oe� di�usion variables / x et t, etmême pouvant dépendre de la densité 
ad de u+ intermitten
e?
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3.1. Vitesse moyenne et paramètres variables
0 0,08t

0

0,1

x.
0 60t
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x

au lieu de x(t) = √2DB(t) et
∂tu = D∂2x2u,x(t) = x0 + vt +√2DB(t) et
∂tu = ∂2x2(Du) − ∂x(vu),D et v pouvant dépendre de x ,t, voire de u
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3.2. Intermitten
e et 
hangement de temps aléatoire
dépla
ements du mouvement Brownienmais de temps en temps il s'arrêtepour repartir ensuitemodéliser adsorption, obsta
les,...grande diversité
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3.2. Exemple de 
hangement de temps aléatoire
t

z

M
1

z: mobile time
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M
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t

x

Mobile-Immobile Model
Brownian motion + velocity

dépla
ements du mouvementBrownienpartager le temps en 1su

ession d'étapes mobiles Mnaléatoires, 
ha
une suivie d'1immobilisation durée Wnindépendantesles Mn: distributionexponentielle moyenne 1/(Kω)les Wn: distributionexponentielle moyenne 1/ωM.C.Néel () 21 / 39



3.2. Changement de temps aléatoire
t

x

Mobile-Immobile Model
Brownian motion + velocity.
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D=0.001,v=0.1

K=1, ω=1
starting point: x=0.4

milieux poreuxla densité u d'1 ensemble departi
ules suivant leMobile-Immobile Model
∂tu + Kωe−ωt ∗ ∂tu =
∂2x2(Du)− ∂x(vu)
⇔ ∂tu = ∂2x2(Dum)− ∂x(vum),u = um + uim and
∂tuim = ω(Kum − uim)système 1960, pro
ess 1984
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3.3. le Mobile-Immobile Model
.

0 1 2 3 4
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4
,t)

exp(-ωt)

utilisé pour la dispersion detra
eur en milieu poreuxpro�ls temporels ave
 longuestrainéesd'autres modèles ave
 d'autressuites aléatoires Mn et Wn sontpossibles: ∂tu +M(t) ∗ ∂tu =
∂2x2(Du)− ∂x(vu)
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3.4. Fon
tion 
ara
téristique dépla
ements du MIMpour 
e modèle, pas Markovien
〈e ik∆x 〉 (∆x dépla
ement d'1molé
ule d'eau pendant ∆t) a 1expression expli
ite en fon
tionde k , ∆t, K , ω, v , D.d'autres modèles ave
 d'autressuites aléatoires Mn et Wn sontpossiblesautres modèles fondés sur 
hangement de temps aléatoire, ave
 desimmobilités pouvant ne pas avoir de moyenne �nieM.C.Néel () 24 / 39



4. + de grands dépla
ements?
lois stables + générales que loi normaleaussi asso
iées à des edpfon
tions 
ara
téristiques très simples
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4.1. V.A. stables non gaussiennes
-4 2x

de
ns

it
y

α=2
α=1.7, β=1
α=1.7, β=0

0.25 déf: la V.A. X est stable, indexstabilité α ∈]0, 2], si sa fon
tion
ara
téristique 〈e ikX 〉 =e−σα|k|α(1−iβsign(k) tan πα2 )+ikµ si α 6= 1,e−σ|k|(1+isign(k) 2
π
Ln(|t|)+ikµ si α = 1paramètres: index stabilité α, paramètre dissymétrie β ∈ [−1, 1],é
helle σ ∈ R+ position µ ∈ Rloi normale = 
as parti
ulier, α = 2
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4.1. V.A. stables non gaussiennes
-4 2x

de
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it
y
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α=1.7, β=0

0.25

V.A. X stable , index stabilité
α ∈]0, 2] et param. dissymétrie
β, fon
tion 
ara
téristique
〈e ikX 〉 =e−σα|k|α(1−iβsign(k) tan πα2 )+ikµ si
α 6= 1,Si X1 et X2 V.A. ind distribuées
omme X , X1 + X2 − 2µ estdistribuée 
omme 21/α(X − µ)

⇒ Si X1...Xn ind, distribuées 
omme X :X1 + ..+ Xn − nµ d
= (X − µ))n1/α,des petites aux gdes é
hellesM.C.Néel () 27 / 39



4.2. Evenements extrêmes
2 4x
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X V.A. stable , index stabilité α,paramètre é
helle σp.d.f: f (x) ∼ Cq|x |−α−1 qdx → −∞, f (x) ∼ Cp|x |−α−1 qdx → +∞p + q = 1, p − q = β
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4.3. Attra
teur
2 4x
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it
y
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X V.A. stable , index stabilité
α ∈]0, 2[, p.d.f f (x)
∼ Cq|x |−α−1 qd x → −∞, f (x)
∼ Cp|x |−α−1 qd x → +∞X attra
teur pour les V.A. demême 
omportementasymptotiqueY ayant le 
omportementasymptotique de XSi Y1...Yn ind,distribuées 
omme Y : la distribution den−1/α(Y1 + ..+ Yn − nµ) ressemble à 
elle de X − µ qd n → ∞M.C.Néel () 29 / 39



4.4. Pro
essus stables, vols de Lévy
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X V.A. stable , index stabilité
α ∈]0, 2[, paramètre dissymétrie
β, les Xn 
opies indépendantes∑n τ1/αXn + vnτ : approx d'1pro
ess stabletraje
toires 
ontinues à droiteave
 limite à gau
hepro
ess Markovienvaleur instant t: Lα,β

σ,v (t) distribuée 
omme t1/αXn + vtfon
tion 
ara
téristique e−σαt|k|α(1−iβsign(k) tan πα2 )+ikvt , α 6= 1M.C.Néel () 30 / 39



4.4. Pro
essus stables, vols de Lévy
Lα,β
σ,vre
her
he de ressour
e 
hezanimaux (PNAS 2012, vol.109(19)7169) 
omportementoptimal?? (PNAS 2014, vol.111(8) 2931)
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4.5. edp asso
iées aux pro
essus stables
0,2 0,8x
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de
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valeur instant t: distribuée
omme t1/αXn + vtdensité de proba u(x , t) véri�e
∂tu(x , t) = −∂x(vu) −

σα2 
os πα2 [(1+β)Dα
++(1−β)Dα

−)u]Dα
± dérivée d'ordre αDα
+u(x , t) = ∂2x2 ∫ x

−∞
f (y)

(x−y)α−1 dy etDα
−u(x , t) = ∂2x2 ∫ +∞x f (y)

(y−x)α−1 dyM.C.Néel () 32 / 39



5. Vols de Lévy + 
hangement de temps aléatoire

'est 1 possibilité, 
omme dans le 
as du MBave
 le 
hangement de temps du MIM ou ave
 d'autres 
hangementsde tempsnon Markovienfon
tions 
ara
téristiques a

essibles
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5.1. Pourquoi vols de Lévy + 
hangement de temps MIM?
.
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L
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<
ex
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∆x
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| α’=2
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é
oulement d'eau en milieuporeux (grains SiC)RMN mesure 〈e ik∆x 〉, ∆xdépla
ements des molé
ulesd'eau pendant durée ∆t, 40valeurs de k , de 5 à 10 valeursde ∆tSi x(t) distribué 
omme MB:Ln|〈e ik∆x 〉| fon
tion de k2∆tSi x(t) distribué 
omme
Lα,β
σ,v (t): Ln|〈e ik∆x 〉|

= F (kα∆t)M.C.Néel () 34 / 39



5.2. Signal RMN si vols de Lévy + 
hangement de temps MIM
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le MIM: su

ession étapesmobiles Mn et immobiles Wn,distrib. expo. moyennes 1/(Kω)et 1/ωtemps mobile Z (t)Si x(t) distribué 
omme
Lα,β
σ,v (Z (t)): 〈e ik∆x 〉

= f (ω,K , α, β,D, v ,∆t)expli
itement 
onnuemoindres 
arrés → détermine les
ω,K , α, β,D, v les mieuxadaptés aux signaux re
ueillispour 1 ensemble de ∆tM.C.Néel () 35 / 39



5.3. Autres 
hangements de temps étapes mobiles Mnidentiques, étapesimmobiles Wndistrib. lois stables
> 0, ∼ t−γ−1grands t, β = 1 et0 < γ < 1CTRW, ou vol deLévy subordonnépar subordinateurstabledensité: edp ave
en
ore + de 
onvo-lutions,temporelles
ette foisexpérien
e traçage sable insaturéM.C.Néel () 36 / 39



5.3.Autres
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5.3. CTRW subordinateur stable

étapes mobiles Mn identiques, étapes immobiles Wn distrib. loisstables > 0, ∼ t−γ−1 grands t, β = 1 et 0 < γ < 1CTRW, ou vol de Lévy subordonné par subordinateur stablesuivi de molé
ules individuelles dans membrane 
ellule, méthode pvariationM.C.Néel () 38 / 39



Con
lusionnombreux phénomènes transport
on
entration tra
eur véri�e edp
on
entration tra
eur= p.d.f. d'1 pro
essus sto
hastique
ertaines grandeurs sont représentées par l'edp, d'autres par lepro
essus2 versions d'1 même modèle
ombiner les 2 pour savoir si le modèle est bon
ertains phénomènes é
happent
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